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396 必背公式——高数篇 
 

常用求导公式 

0C   C 为常数  

  1
   xx    为常数  

  aaa xx ln


  0, 1a a   

 
ax

xa ln

1
log    0, 1a a   

 
x

x
1

ln   

  xx 2sectan   

  xx 2csccot   

  xxx tansecsec   

  xxx cotcsccsc   

 
21

1
arcsin

x
x


  

 
21

1
arccos

x
x


  

 
21

1
arctan

x
x


  

 
21

1
cot

x
xarc


  

 

常用积分公式 

以下公式中， 与 a 均为常数，除括号内声明外， 0a  

Ckxkdx    k 为常数  

Cxdxx 


  1

1

1 


  1    

Cxdx
x

 ln
1

 

C
a

a
dxa

x
x  ln

  0, 1a a   

Cxxdx  coslntan
 

Cxxdx  sinlncot
 

Cxxxdx  tanseclnsec
 

Cxxxdx  cotcsclncsc
 

Cxxdx  tansec2

 

Cxxdx  cotcsc2

 

  Cxxdxx sectansec
 

  Cxxdxx csccotcsc
 

C
a

x

a
dx

xa


 arctan
11

22  

C
xa

xa

a
dx

xa






 ln

2

11
22  

C
a

x
dx

xa



 arcsin

1
22  

C
a

x
dx

xa



 arcsin

1
22  

Caxx
ax

dx



 22

22
ln



2 
 

两个重要极限 

0

sin
lim 1
x

x

x


 

1
lim 1 2.718281828459045

x

x
e

x

    
 


 

 

三角换元法 

①含 2 2a x ，令 sinx a t ， cosdx a tdt  0a   

2
2 2 2 2 arcsin

2 2

x a x
a x dx a x C

a
     ； 

②含 2 2x a ，令 tanx a t ， 2secdx a tdt  0a   

 
2

2 2 2 22 2 ln
2 2

x a
x a dx x x a Cx a      ； 

③含 2 2x a ，令 secx a t ， sec tandx a t tdt  0a   

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

x a
x a dx x a x x a C        

④三角函数的有理式积分（万能代换） 

令 tan
2

x
t ，则 2

2
sin

1

t
x

t



，

2

2

1
cos

1

t
x

t





， 2

2

1
dx dt

t



 

 

华里士公式（点火公式）
 

2 2

0 0

1 3 1

2 2 2

1 3 2
1

2 3

,

sin cos

,

n n

n n
n

n n

n n
n

n n

x dx x dx
 

 
   



 
   




  



 




当 为正偶数

当 为大于1的正奇数
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常用无穷小替换 

当 0x  时， 

sin x x  

tan x x  

sinarc x x  

tanarc x x  

21
1 cos

2
x x   

 ln 1x x   

 1 1
a

x ax    

1 lnxa x a   0, 1a a 

 

三角函数公式

 和差化积公式 

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

    

    

    

    

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 和差角公式 

 
 

 

   

sin sin cos cos sin

cos cos cos sin sin

tan tan
tan

1 tan tan

1
cot

tan

     

     
  
 

 
 

  

 


 

 





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 半角公式 

1 cos 1 cos
sin , cos

2 2 2 2

    
   

 

1 cos 1 cos sin
tan

2 1 cos sin 1 cos

   
  

 
   

   
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1 cos 1 cos sin
cot

2 1 cos sin 1 cos

   
  

 
   

 
 

 倍角公式 

 

 

2

2

2

sin 2 2sin cos

cos 2 2cos 1

1
sin 1 cos 2

2
1

cos 1 cos 2
2

  

 

 

 



 

 

 

 

高阶导数公式——莱布尼兹公式 

      

                 

0

1 21 1 1

2! !

n
n n k kk

n
k

n n n n k k n

uv C u v

n n n n n k
u v nu v u v u v uv

k





  



   
       




 

 

 

常见初等函数的n 阶导数公式 

  nax n axe a e
 

  
sin sin

2
n n n

ax a ax
   

   

  
cos cos

2
n n n

ax a ax
   

   

       
 

1
1 1 !

ln 1
1

n
n

n

n
x

x

 
 

  

   
    1 1 1 1

n n
x n x

          ， 

若 为某一正整数 n ，则    
1 !

nn
x n  ，    

 1 0 1,2,
n jn

x j


     
 

 



 
 

中值定理与导数应用 

拉格朗日中值定理：       f b f a f b a    

柯西中值定理：
   
   

 
 

f b f a f

F b F a F








 

当  F x x 时，柯西中值定理就是拉格朗日中值定理。 

 

多元函数微分法及应用
 

全微分：
z z

dz dx dy
x y

 
 
 

 
u u u

du dx dy dz
x y z

  
  
  

 

全微分的近似计算：    , ,x yz dz f x y x f x y y       

 

多元复合函数的求导法：
 

    ,f u t v t
dz z u z v

z
dt u t v t

   
    

   
  

    , , ,f u x y v x y
dz z u z v

z
dx u x v x

   
    

   
 

当  ,u u x y ，  ,v v x y 时， 

u u
du dx dy

x y

 
 
 

  v v
dv dx dy

x y

 
 
 

 

隐函数的求导公式： 

隐函数  , 0F x y  ，
x

y

Fdy

dx F
 

2

2 2
x x

y y

F Fd y dy

dx x F y F dx

    
              

 

隐函数  , , 0F x y z  ， x

z

Fz

x F


 

 ，
y

z

Fz

y F


 

  



 
 

隐函数方程组：
 
 

 
 

, , , 0 ,

, , , 0 ,
u v

u v

F F
F x y u v F FF G u vJ
G x y u v G GG Gu v

u u

 
        

 

 

 
 

 
 

, ,1 1

, ,

F G F Gu v

x J x v x J u x

  
     

     

 
 

 
 

, ,1 1

, ,

F G F Gu v

y J y v y J u y

  
     

     

多元函数的极值及其求法： 

设    0 0 0 0, , 0x yf x y f x y  ，令：  0 0,xxf x y A ，  0 0,xyf x y B ，  0 0,yyf x y C  

则：

 
 

0 02

0 0

2

2

0 , ,
0

0 , ,

0

0

为极大值
时 ，

为极小值

时 ，无极值

时 ，不确定

A x y
AC B

A x y

AC B

AC B

     
 

  

 

 

一阶线性微分方程的两个公式 

齐次方程：    
0

P x dx
y P x y y Ce

      

非齐次方程：          P x dxP x dx
y P x y Q x y e Q x e dx C

           

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

旋转体体积 

①曲线  y f x 与 x a ，x b ，x 轴围成的曲边梯形绕 x 轴旋转一周所成的旋转体体积： 

 2 ,
b

a
V f x dx a b   

②曲线  2y y x ，  1y y x ，x a ，     2 1 0x b y x y x   围成的图形绕 x 轴旋转

一周所成的旋转体体积： 

   2 2
2 1 ,

b

a
V y x y x dx a b       

③曲线  2y y x ，  1y y x ，x a ，     2 10 ,x b b a y x y x    围成的图形绕 y

轴旋转一周所成的旋转体体积： 

    2 12
b

a
V x y x y x dx   

 

⭐级数部分会计算即可。 
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数字型行列式 

 

（1）ቮ

ܽଵଵ 0 ⋯ 0
0
⋯
0

ܽଶଶ
⋯
0

⋯
⋯
⋯

0
⋯
ܽ௡௡

ቮ=ቮ

ܽଵଵ ܽଵଶ ⋯ ܽଵ௡
0
⋯
0

ܽଶଶ
⋯
0

⋯
⋯
⋯

ܽଶ௡
⋯
ܽ௡௡

ቮ=ቮ

ܽଵଵ 0 ⋯ 0
			ܽଶଵ
⋯
ܽ௡ଵ

ܽଶଶ
⋯
ܽ௡ଶ

⋯
⋯
⋯

0
⋯
ܽ௡௡

ቮ=ܽଵଵܽଶଶ ⋯ܽ௡௡ 

 

ተ

0 0 0 ܽଵ
0
0
ܽ௡

0
⋰
0

ܽଶ
0
0

0
0
0

ተ=ተ

0 0 0 ܽଵ
0
0
ܽ௡

0
⋰
∗

ܽଶ
∗
∗

∗
∗
∗

ተ=ቮ

∗ ∗ ∗ ܽଵ
∗
∗
ܽ௡

∗
⋰
0

ܽଶ
0
0

0
0
0

ቮ=（െ 1）
೙（౤షభ）

మ ܽଵܽଶ ⋯ܽ௡ 

 

（2）设 A 是 m 阶方阵， B 是 n 阶方阵，则 

          ቚܣ 0
0 ܤ

ቚ=ቚܣ 0
ܥ ܤ

ቚ=ቚܣ ܥ
0 ܤ

ቚ=|ܤ||ܣ| 

          ቚ0 ܣ
ܤ 0

ቚ=ቚ0 ܣ
ܤ ܥ

ቚ=ቚܥ ܣ
ܤ 0

ቚ=（െ 1）
୫୬
 |ܤ||ܣ|

 

（3）范德蒙行列式ܦ௡ ൌ ተ
ተ

1
ଵݔ
ଵݔ
ଶ
…

1 … 1
ଶݔ … ௡ݔ
ଶݔ
ଶ … ௡ଶݔ
… … …

ଵݔ
௡ିଵ ଶݔ

௡ିଵ … ௡௡ିଵݔ

ተ
ተ ൌ ∏ ௜ݔ） െ ௝）ଵஸ௫೔ஸ௫ೕஸ௡ݔ  

 

 

抽象型行列式 

 

设 A, B 为 n 阶方阵，则 

（1）หۯ୘ห=|ܣ|                     

（2）ቚλۯቚ=  λ
௡
 |ۯ|

|ܤܣ|（3） ൌ |ܣܤ| ൌ ୩หۯห，|ܤ||ܣ| ൌ  ୏|ܣ|

|ଵିۯ|（4） ൌ
ଵ

|஺|
                 

|∗ۯ|（5） ൌ ୬ିଵ（n|ܣ| ൒ 2） 

 

 



 

克拉默法则 

 

如果线性方程组ቐ

ܽଵଵݔଵା௔భమ௑మା⋯ା௔భ೙௑೙ୀ௕భ
ܽଶଵݔଵା௔మమ௑మା⋯ା௔మ೙௑೙ୀ௕మ

⋮
ܽ௡ଵݔଵା௔೙మ௑మା⋯ା௔೙೙௑೙ୀ௕೙

    的系数行列式 D=อ
ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௡
⋮
ܽ௡ଵ

⋮
⋯

⋮
ܽ௡ଵ

อ ് 0，则

方程组（1）有唯一解： 

              X1=
஽ଵ

஽
 ，X2=

஽ଶ

஽
，…，Xn ൌ ஽௡

஽
   ， 

其中 Dj（j=1,2…，n）是把系数行列式 D 中第 j 列用常数项代替后所得的 n 阶行列

式． 

 

 

 

 

矩阵的转置 

 TT(1) A A                

T T T ( )  A B A B（2）  

T T(3)( ) A A            

T T T(4)( ) AB B A  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



伴随矩阵 

（1） | |  AA A A A E  

（2）
* 1 *( ) ( 2)nk k n A A  

（3）
* * *( ) AB B A  

（4）
* 1| | ( 2)n n A A  

（5）    1 ** 1 1

| |

  A A A
A

 

（6）    T ** TA A  

（7）  ** 2| | ( 3)n n A A A  

   

可逆与不可逆 

 

n 阶矩阵 A 可逆|ܣ| ് 0Aିܣଵ ൌ rሺAሻܧ ൌ nିܣ、∗ۯଵ、்ܣ均可逆A与 E等价 

Ax ൌ 0只有 0解Ax ൌ b有唯一解A的列൫行൯向量组线性无关 

 

n 阶矩阵 A 不可逆 |ܣ| ൌ 0rሺAሻ ൏ n	Ax ൌ 0有非 0解A的列൫行൯向量组线性相关 

 

 

可逆矩阵 

 

设 A、B 是同阶可逆矩阵，则 

（1）   11A A
   

（2）  若 K് 0，则 1 11
( )kA A

k
         

（3）AB 可逆，则 1 1 1 ( )AB B A    

（4）   ୘ۯ 可逆，    1 1 TTA A
   

（5）  1 1| |A A                     

 

 



 

矩阵秩的性质 

 

（1）  0 r min{ , }.m n m n A  

 

（2）      T T T r( ) r r( ) r r ( 0)k k    A A A AA A A  

 

（3）max{r( ), r( )} r( , ) r( ) r( )  A B A B A B  

 

（4） r( ) r( ) r( )   A B A B  

 

（5） r( ) min{r( ), r( )}AB A B  

 

（6）若 A 可逆，则 ( ) r( ), r( ) r( ) AB B BA B  

 

（7）若 m n n s  A B O，则 r( ) r( ) n A B  

 

（8）若 A 是 n 阶矩阵(n>2)，则  *

, r( )

r 1, r( ) 1

0, r( ) 1

n n

n

n


  
  

A

A A

A

 

 

 

矩阵的等价 

 

（1）如果矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵 B，则称矩阵 A与 B等价，记A ≅ B 

 

（2）若存在可逆矩阵 P、Q，使得 PAQ=B，就称矩阵 A与矩阵 B等价。 

 

 

 

 

 

 

 



线性表示 
 

（1）  向量组β可以由 1 2 , , , mα α α 线性表示 

存在数 1 2 1 1 2 2, , , ,  m m mk k k k k k   β α α α 使得  

1 1 2 2   m mx x x    α α α β线性方程组 有解  

 1 2r( ) r( , ),  , , , m  A A β A α α α其中  

 

（2）  向量组 1 2 1 2, , ,   , , ,  t mβ β β α α α 可以由 线性表示  

            1 2, , , , 1, 2, ,j m j t β α α α 能由 线性表示  

               1 2 1 2r( ) r( , ),  , , , , , , ,m t   A A B A α α B β β β 其中  

 

（3）  1 2 1 2 , , ,   , , ,m t      向量组 与 等价  

          1 2 1 2, , ,   , , ,   m t       与 能互相线性表示  

             1 2 1 2r( ) r( ) r( , ),  , , , , , , ,m t         A B A B A B 其中  

          1 2 1 2, , ,  , , ,  , r( ) r( )t m      A B 可由 线性表示 且  

 

 
线性相关性 

 

（1）线性相关 

n维向量组 1 2, , , m   线性相关 

									存在一组不全为 0的 1 2, , , mk k k ，使 1 1 2 2 m mk k k   α a a 0  

       齐次线性方程组 1 1 2 2 m mx x x   α α α 0 有非零解 

         至少有一个向量可由其余向量线性表示 

         1 2r , , , m m  α   

1 2, , , 0m     

 

（2）线性无关 

  n维向量组 1 2, , , m   线性无关 

      若 1 1 2 2 0m mk k k      ，则必有 1 2 0mk k k     

齐次方程组 1 1 2 2 m mx x x      0 只有零解 

任一向量都不能由其余向量线性表示 

  1 2r , , , m mα α a  

 1 2, , , 0m     

 

 

 

 

 

 

 



 
 

线性相关常用结论 
 

（1）若向量组 1 2, , , m   线性无关，但向量组 1 2, , , m   ,β线性相关，则β必可有

向量组 1 2, , , m   线性表出，且表出方式唯一。 

 

（2）若向量组 1 2, , , m   部分组线性无关，则 1 2, , , m   整体线性相关；若整体向量

组线性无关，则部分向量组也线性无关。（简记：部分相关，整体相关；整体无关，部

分无关） 

 

（3）若向量组 1 2, , , m   线性无关，则其延伸组线性无关；若延伸组线性相关，则

1 2, , , m   线性相关。（简记：低维无关，高维无关；高维相关，低维相关） 

 

（4）若向量组 1 2, , , m   可由 1 2, , , tβ β β 线性表出，且 m>t，则 1 2, , , m   线性相关。 

 

 
 
 
 
 

线性方程组解的个数 
 

（1）齐次方程组 AX=0 

只有零解 r（A）=n 

有非零解 r（A）< n 

 

（2）非齐次方程组 AX=b 

无解 r（A）<r（A,b） 

有唯一解   r（A）=r（A,b）=n 

        有无穷解   r（A）=r（A,b）<n 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

线性方程组解的性质 

 

（1）若ξ1，ξ2是 AX=0的解，则ξ1+ξ2是也是 AX=0的解 

 

（2）若η1，η2是 AX=b的解，则η1‐η2 是对应 AX=0的解 

 

（3）若ξ是 AX=0的解，η是 AX=b的解，则η+ξ是 AX=b的解 

 

 

 

 

 

线性方程组解的结构 
 

（1）若 r（A）=r，ξ1,ξ2,…,  ξn‐r是齐次 线性方程组 AX=0的一个基础解系，则 AX=0

的通解为 

 1 1 2 2 1 2, , ,   n r n r n rk k k k k k       x   是任意常数  

 

（2）若η*是 AX=b 的一个特解，ξ1,ξ2,…,  ξn‐r 是齐次线性方程组 AX=0 的一个基础

解系，则 AX=b的通解为   

           1 1 2 2 1 2* , , ,   n r n r n rk k k k k k        x   是任意常数  
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事件的运算律 

（1）交换律： A B B A  ； A B B A   

（2）结合律：    A B C A B C    ；    A B C A B C     

（3）分配律：      A B C A B A C     ；      A B C A B A C      

（4）对偶律： A B A B  ； A B A B   

（5）吸收律：  A A B  ；  A A B A   

（6）双重否定律： A A  

（7）差积转换律： A B AB   

 

 

概率的五大运算公式 

 

（1）加法公式：        P A B P A P B P AB   ； 

若 ,A B 互斥，则      P A B P A P B   

               P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC       
 

 

（2）减法公式：        P A B P AB P A P AB     

若B A ，则      P A B P A P B   ，且    P B P A  

 

（3）乘法公式 

若   0P A  ，则有      P AB P A P B A  

三个事件的乘法公式：        P ABC P A P B A P C AB  



（4）全概率公式 

设 有 事 件 1 2, , , nA A A ， 如 果 满 足 1 2, , , nA A A 两 两 互 斥 ， 且

1 2 nA A A   ，称 1 2, , , nA A A 为一个完备事件组。 

设E为随机试验，是其样本空间， 1 2, , , nA A A 为一个完备事件组， B 是

试 验 E 的 任 一 个 随 机 事 件 ， 且   0, 1,2, ,iP A i n   ， 则 有

     
1

n

k k
k

P B P A P B A


  

 

（5）贝叶斯公式 

设E为随机试验，是其样本空间， 1 2, , , nA A A 为一个完备事件组，B是

试验E的任一个随机事件，且   0, 1,2, ,iP A i n   ，   0P B  ， 

则有      
   

1

i i
i n

k k
k

P A P B A
P A B

P A P B A





 

 

事件的独立性 

 

  ( ) ( ) ( )A B P AB P A P B 与 独立  

( ) ( ) ( ),

, ,   ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

P AB P A P B

A B C P AC P A P C

P BC P B P C


 
 

两两独立  

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),
, ,   

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

P AB P A P B

P BC P B P C
A B C

P AC P A P C

P ABC P A P B P C


   
 

相互独立  

 

 

 

 



二次概率公式 

 

在n重伯努利试验中，设每次试验中事件 A 发生的概率    0 1P A p p   。

则在n重伯努利试验中事件 A 发生k次的概率为： 

 ( , ) C (1 ) 0,1,2, ,k k n k
k nB n p p p k n     

 

 

五个常见的离散型分布 

 

（1）0 1 分布  ~ 1,X B p  

PሺX ൌ kሻ ൌ ௞ሺ1݌ െ pሻଵି୩，（k ൌ 0,1） 

EX ൌ p，DX ൌ p（1 െ p） 

（2）二项分布  ~ ,X B n p  

( ) C (1 )k k n k
nP X k p p    ，（ 0,1, 2,k n  ） 

EX=np，DX=np（1-p） 

（3）泊松分布  ~ ( ) 0X P    ） 

  ( 0) 0,1,2
!

ke
P x k k

k

 


     

EX=λ，DX=λ 

（4）几何分布 ~ ( )X G p  

   1(1 ) 0 1 1,2kP x k p p p k       

EX ൌ
1
݌
，DX ൌ

1 െ p
ଶ݌

 

 
（5）超几何分布 X~H（N，M，n） 

PሺX ൌ kሻ ൌ
ெܥ
௞ܥ୒ି୑

௡ି௞

ேܥ
௡ ，（k ൌ 0,1，… ,min	ሼn,mሽ） 



三个常见的连续型分布 

 

（1）均匀分布 ~ ( , )X U a b  

1
,

( )
0,

a x b
f x b a

else

   


 

EX ൌ
ܽ ൅ ܾ
2

，DX ൌ
（b െ a）

ଶ

12
 

 

（2）指数分布  ~ ( ) 0X E     

, 0
( )

0 , 0

xe x
f x

x

  
 


 

EX ൌ
1

λ
，DX ൌ

1

λ
ଶ 

 

（3）正态分布 

①一般正态分布 i 2~ ( , )X N    

 
2

2

( )

21
( ) 0

2

x u

f x e  





   

EX ൌ μ，DX ൌ  ଶߪ

 
②标准正态分布 X~N（0，1） 

φሺxሻ ൌ
1

ߨ2√
݁ି

୶మ
ଶ，൫െ∞＜x＜൅∞൯ 

性质： ( ) 1 ( )x x    ；
1

(0)
2

  ； {| | } 2 ( ) 1P X a a       

 
 
 

 

 

 



 

二维离散型随机变量 

 

（1）联合概率分布律 

   , , 1, 2,3,i j ijP X x Y y p i j      

① 0ijp         ②规范性：
1 1

1ij
i j

p
 

 

  

 

（2）边缘分布律 

     
1

, 1,2,3i i ij i
j

P X x P X x Y p p i





          

     
1

, 1,2,3j j ij j
i

P Y y P X Y y p p j





          

 

（3）条件分布 

对于给定的 j，若   0jP Y y  ； 

   
   

,
1,2,

i j ij
i j

jj

P X x Y y p
P X x Y y i

pP Y y 

 
    


 为在条件 jY y 下随

机变量 X 的条件概率分布； 

对于给定的 i，若   0iP X x  ； 

   
   

,
1, 2,

i j ij
j i

i i

P X x Y y p
P Y y X x j

P X x p 

 
    


 为在条件 iX x 下随

机变量Y 的条件概率分布； 

 

 

 

 

 



期望的常见性质 

 

（1）  E C C ，E（EX）=EX； 

 

（2）    E CX CE X ； 

 

（3）Eሺ݇ଵX േ ݇ଶYሻ ൌ ݇ଵEX േ ݇ଶܻܧ； 

 

（4）若 X 与 Y 相互独立，则有 E（XY）=EXEY。  

 

 

方差的常见性质 

 

（1）D(C)=0，D[E(X)]=0，D[D(X)]=0； 

 

（2）D(CX)=ܥଶDX； 

 

（3）D(ܥଵܺ ൅ ଵܥ=(ଶܥ
ଶܦሺܺሻ； 

 

（4）若 X，Y 相互独立，则 D（X±Y）=DX+DY。 

 

 

两个常用方差计算公式 

 

（1）DX ൌ EXଶ െ（EX）
ଶ
 

 

（2）EXଶ ൌ DX ൅（EX）
ଶ
 



常见随机变量的期望和方差 

 

分布名称 记法 期望 方差 

0 1 分布  ~ 1,X B p  p  1 p  

二项分布  ~ ,X B n p  np  1np p  

泊松分布  ~X P     

几何分布  ~X G p  
1

p
 2

1 p

p


 

均匀分布  ~ ,X U a b  
2

a b   2

12

b a
 

指数分布  ~X E   
1


 

2

1


 

正态分布  2~ ,X N      2  
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