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概率论
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第一章 随机事件和概率

模块一 随机事件

预习

什么是随机事件？

随机事件有哪些关系？

随机事件有哪些运算及运算律？

一．随机事件的基本概念

1.随机试验

可重复进行的结果不唯一且试验之前不能确定试验结果的试验称之为随机试验.

2.样本空间

一个随机试验 E所有可能的结果所组成的集合称之为 E的样本空间，记作 .

3.样本点

样本空间里的元素称之为样本点.

4.随机事件

样本空间的任一子集称之为随机事件，在每次试验中，当且仅当这一子集中的一个样本点出

现，我们称该随机事件发生.

注：特殊的随机事件有：

必然事件：由样本空间所有样本点组成的随机事件.

不可能事件：不含任何样本点的事件.

基本事件：由单个样本点组成的单点集.

二．随机事件的运算

1.和事件
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事件  |A B x x A x B   或 称之为事件 A和 B的和事件. 易知：当且仅当事件 A和 B

中至少有一个发生时， A B 发生. A B 又记为 A B .

类似地，我们还可以定义n个事件 1 2, ,..., nA A A 的和事件
1

n

k
k

A

 ，以及可列个事件 1 2, ,...A A 的

和事件
1

k
k

A



 .

2.积事件

事件  |A B x x A x B   且 称之为事件 A和 B的积事件. 易知：当且仅当事件 A和 B

同时发生时， A B 发生. A B 简记为 AB .

类似地，我们也可以定义n个事件 1 2, ,..., nA A A 的积事件
1

n

k
k

A

 ，以及可列个事件 1 2, ,...A A 的

积事件
1

k
k

A



 .

3.差事件

事件  |A B x x A x B   且 称之为事件 A与 B的差事件. 易知：当且仅当事件 A发生

而事件 B不发生时， A B 发生. 且 A B AB A AB    .

三．随机事件的运算律

1.交换律

,A B B A AB BA   

2.结合律

       ,A B C A B C AB C A BC     

3.分配律

      ,A B C AC BC AB C A C B C      

4.对偶律
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, ,A B AB AB A B A A    

5.吸收律

A B AB A A B B     

四．随机事件的关系

1.包含

事件 A所包含的样本点都属于事件 B，则称事件 A包含于事件 B（或称事件 B包含事件

A），这等价于事件 A发生必然导致事件 B发生，记为 A B .

2.相等

A B 且 B A ，记为 A B .

3.互斥（或互不相容）

A B   ，易知，事件 A与事件B互斥当且仅当它们不能同时发生.

4.对立

如果 A B   ，且 A B  ，则称事件 A与事件 B互为对立事件，记作 B A .易知，

在每次随机试验中，事件 A与其逆事件 A有且仅有一个发生.

5.完备事件组

; ; , 1, 2,...,i jA A i j i j n    ，且 1 2 ... nA A A     ，则称 1 2, , ,A A  nA 是整个样

本空间的一个完备事件组.

【例 1.1】 , ,A B C为三个事件，用 , ,A B C的运算关系表示下列各事件.

（1） A发生， ,B C 不发生

（2） , ,A B C至少有一个发生

（3） , ,A B C不多于一个发生

（4） ,A B不同时发生

（5） , ,A B C至少两个发生
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（6） , ,A B C恰好两个发生

（7） , ,A B C不同时发生

【答案】（1）  ABC A B C A B C   或 或

（2） ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC      或 CBA 

（3） ABC ABC ABC ABC  

（4） AB

（5） BCACAB 

（6） BCACBACAB 

（7） ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC      或 ABC

【例 1.2】 ,A B为任意两事件，试化简事件      A B A B A B A B    .

【答案】

【例 1.3】电炉上安装了 4 个温控器，其显示温度的误差是随机的. 在使用过程中，只要有

两个温控器显示的温度不低于临界温度 0t ，电炉就断电. 以 E表示事件“电炉断电”，而

1 2 3 4T T T T   为4个温控器显示的按递增顺序排列的温度值，则事件 E等于（ ）.

 A 1 0T t  B 2 0T t  C 3 0T t  D 4 0T t
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【答案】  C
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模块二 概率的基本概念

预习

概率有哪些性质？

什么是条件概率？

如何理解随机事件独立？

一．概率的公理化定义

概率是所有事件构成的集合到实数集的一个映射 P，它必须满足下列条件：

（1）规范性：   1P   .

（2）非负性：对任意事件 A，都有   0P A  .

（3）可列可加性：设 , 1, 2,kA k  为互不相容事件，则  
11

k k
kk

P A P A
 



 
 

 
 .

二．概率的性质

1.   0P   .

2.有限可加性：设 , 1, 2,kA k n  为互不相容事件，则  
11

n n

k k
kk

P A P A


 
 

 
 .

3.逆事件的概率：    1P A P A  .

4.减法公式：        P A B P AB P A P AB   

5.加法公式：          P A B P A B P A P B P AB     

               P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC        

6.若事件 A B ，则    P A P B .
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【例 1.4】已知    0.8, 0.1P A P A B   ，则  P AB  ________.

【答案】0.3

三．条件概率

1.定义

设 ,A B是两个随机事件，且   0P A  ，则称    
 

|
P AB

P B A
P A

 为在随机事件 A发生的条

件下，事件 B发生的条件概率.

2.性质

（1）当   0P A  时，    | 1 |P B A P B A  ；

（2）当   0P A  ，      |P AB P B A P A ，该公式也可以推广到多个事件积事件的情

况.一般，设 1 2, ,... nA A A 为 n个事件， 2n  ，且  1 2 1 0nP A A A   ，则有

         1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1n n n n nP A A A P A A A A P A A A A P A A P A      .

【例 1.5】某动物出生后能活到 20 岁的概率是 0.8，能活到 25 岁的概率是 0.4，求现龄 20

岁的该动物还能活 5 年的概率？

【答案】0.5

【例 1.6】设10件产品中有 4件不合格品，从中任取两件，已知所取两件产品中有一件是不

合格品，则另一件也是不合格品的概率为_________.

【答案】
1
5

【例 1.7】一批电视共100台，次品率为10% ，接连两次从其中任取一个（不放回），

（1）已知第一次取到次品，求第二次取到正品的概率；

（2）求第二次才取得正品的概率.
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【答案】（1）
10
11

；（2）
1

11

【例 1.8】      0.4, 0.5, 0.25P A P B A P A B   ，则  P B  ________.

【答案】0.8

四．随机事件的独立性

1.定义

（1） ,A B独立

设 ,A B是两个事件，如果满足等式      P AB P A P B ，则称事件 ,A B相互独立，简称

,A B独立.

（2） , ,A B C两两独立

设 , ,A B C是三个事件，如果满足等式

     
     
     

,

,

,

P AB P A P B

P BC P B P C

P AC P A P C

 


 
 

，则称事件 , ,A B C两两独

立.

（3） , ,A B C相互独立

设 , ,A B C是三个事件，如果满足等式

     
     
     
       

,

,

,

,

P AB P A P B

P BC P B P C

P AC P A P C

P ABC P A P B P C

 


 


 
 

，则称事件 , ,A B C

相互独立.

2.性质

（1）设 ,A B是两随机事件，且   0P A  . 若 ,A B相互独立，则    P B A P B .

（2）若随机事件 ,A B相互独立，则 , ; ,A B A B也相互独立.

【例 1.9】若事件 ,A B相互独立，证明 ,A B也相互独立.
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【例 1.10】若事件 A与 A独立，   0P A  ，求  P A .

【答案】1

【例 1.11】两个相互独立的事件 A和 B都不发生的概率为
1
9
，A发生 B不发生的概率与 B

发生 A不发生的概率相等，则  P A  __________.

【答案】
2
3

【例 1.12】A和 B为两个相互独立的随机事件，且    0.4, 0.5P A P B  ，求  P AB 及

 P A B .

【答案】0.3；0.6

【例 1.13】一枚硬币独立地掷两次，引进事件： 1A  掷第一次出现正面 ，

2A  掷第二次出现正面 ， 3A  正反面各出现一次 ， 4A  正面出现两次 ，

则事件（ ）.

 A 321 ,, AAA 相互独立.  B 432 ,, AAA 相互独立.

 C 321 ,, AAA 两两独立.  D 432 ,, AAA 两两独立.

【答案】  C
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作业
1.设 ( ) 0.4P A  ， ( ) 0.7P A B  ，若 ,A B互不相容，则 ( )P B  _________；若 ,A B相互

独立，则 ( )P B  _________.

2.设 ( ) 0.4P A  ， ( ) 0.5P B  ， ( ) 0.7P A B  ，则 ( )P B A  _________.
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模块三 概率的计算

预习

什么是古典概型和几何概型？

如何用简单概型算概率？

什么是五大公式？

一．简单概型

1.古典概型

如果试验 E的样本空间只有有限个样本点，并且由各个样本点所构成的基本事件发

生的可能性相同，则称这样的试验为古典概型或等可能概型. 对于该试验的事件 A，则有

 = AP A

中的基本事件个数

中基本事件总数
.

【例 1.14】考虑一元二次方程
2 0x Bx C   ，其中 B、C分别是将一枚骰子连掷两次先

后出现的点数，求该方程有实根的概率 p和有重根的概率 q .

【答案】
19
36

p  ；
1

18
q 

【例 1.15】从数字1, 2, ,10 中任取 4个数，求至少取到一个偶数的概率.

【答案】
41
42

【例 1.16】10位乘客来到某 20层大楼的一层乘电梯上楼，每个乘客在任何一层（从2到 20

层）离开是等可能的，求至少有两个人在同一层下的概率是多少？
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【答案】
10
19
101

19
A



【例 1.17】设袋中有 5 个球，3 个白球，2 个黑球，

（1）先后有放回取 2 球；

（2）先后无放回取 2 球；

（3）任取 2 球.

求至少取到一个白球的概率？

【答案】（1）
21
25

；（2）
9

10
；（3）

9
10

【例 1.18】袋中有 a只白球，b只黑球， k个人依次在袋中任取一只球，（1）放回；（2）

不放回，求第  1,2, ,i i k  个人取到白球的概率（ k a b  ）.

【答案】（1）
a

a b
；（2）

a
a b

2.几何概型

如果试验 E的样本空间为几何空间中的一个有界区域（这个区域可以是一维、二维

甚至是 n维的），且由各个样本点所构成的基本事件发生的可能性相同，则称这样的试验为

几何概型. 对于该试验的事件 A，  = AP A

的度量（长度、面积或体积）

的度量（长度、面积或体积）
.

【例 1.19】在区间  0,1 中随机地取两个数，则这两个数之差的绝对值小于
1
2
的概率为

______.
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【答案】
3
4

【例 1.20】在区间  0,1 中随机地取两个数 ,x y，求
1
2

xy  的概率.

【答案】  1 1 ln 2
2



【例 1.21】甲、乙两艘轮船同时驶向一个港口，轮船在一天 24小时内任意时刻到达的概率

都是一样的，港口只能停泊一艘轮船，甲船停泊1小时，乙船停泊 2小时，试计算两船都不

需要等待的概率.

【答案】
1013
1152

二．五大公式

1.加法公式

       P A B P A P B P AB    ；

               +P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC       

2.减法公式

       =P A B P AB P A P AB  

3.乘法公式

   0, 0P A P B  时，          P AB P A P B A P B P A B 

【例 1.22】设盒子中有 10 张彩票，其中有两个大奖，甲、乙两个人先后随机地从中摸去一

张，不放回.求：

（1）两人同时摸到大奖的概率；

（2）只有甲摸到大奖的概率；

（3）只有乙摸到大奖的概率；
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（4）两人只有一人摸到大奖的概率；

（5）甲摸到大奖的条件下，乙未摸到大奖的概率；

（6）乙摸到大奖的条件下，甲未摸到大奖的概率.

【答案】（1）
1
45

；（2）
8
45

；（3）
8
45

；（4）
16
45

；（5）
8
9
；（6）

8
9

【例 1.23】 ,A B两个事件满足条件    P AB P AB ,且  P A p ,则  P B  ______.

【答案】1 p

【例 1.24】 , ,A B C 两两独立，        9, ,
16

ABC P A B C P A P B P C      ，则

 P A  ______.

【答案】
1
4

【例 1.25】甲、乙两零件，单独使用时其有效率分别为0.92,0.93 . 当甲失效时，乙有效的

概率是0.85 .

求：（1）甲、乙两零件至少有一个有效的概率；（2）乙失效时，甲有效的概率.

【答案】（1）0.988；（2）
29
35

4.全概率公式

设 , 1, 2, ,kA k n  为样本空间的一个完备事件组，则
1

( ) ( ) ( )
n

k k
k

P B P A P B A



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5.贝叶斯公式

设 , 1, 2, ,kA k n  为样本空间的一个完备事件组，则

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

i i
i n

k k
k

P A P B A
P A B

P A P B A





.

【例 1.26】第一只盒子里装有5只红球，4只白球；第二只盒子里装有4只红球，5只白球.

先从第一只盒子里取一只球放到第二只盒子，再从第二只盒子里取出一只球，求取到的是白

球的概率.

【答案】
49
90

【例 1.27】某学生连续参加两科的考试，已知第一科及格的概率为0.7 ，在第一科及格的情

况下，第二科也及格的概率为0.6 ，如果第一科不及格，第二科及格的概率为0.4 ，求

（1）第二科及格的概率；

（2）在第二科及格的条件下，第一科也及格的概率.

【答案】（1）0.54 ；（2）
7
9

【例 1.28】甲、乙、丙三人同时各自独立地对同一目标进行射击，三人击中目标的概率分别

为0.4,0.5,0.7 ，设一人击中目标时，目标被击毁的概率为 0.2 ，两人击中目标时，目标被

击毁的概率为0.6 ，三人击中目标时，目标必定被击毁.

求：（1）目标被击毁的概率；（2）已知目标被击毁，则只由一人击毁的概率.

【答案】（1）0.458；（2）
36
229
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作业

1.设 ( ) ( ) ( ) 0.25P A P B P C   ，
1( ) 0, ( ) ( )
6

P AB P AC P BC   ，求 , ,A B C全不发生

的概率.

2.三个箱子，第一个箱子中有 4 个黑球1个白球，第二个箱子中有3个黑球3个白球，第三个

箱子中有3个黑球5个白球.现随机地取出一个箱子，再从这个箱子中取出1个球，这个球是

白球的概率为________.已知取出的球是白球，此球属于第二个箱子的概率为_______.
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第二章 随机变量及其分布

模块四 基本概念

预习

什么是随机变量？

如何描述随机变量？

分布函数和概率密度函数有什么性质？

一．随机变量的定义

设随机试验的样本空间为  e  .  X X e 是定义在样本空间 上的单值函数 . 称

 X X e 为随机变量.

注：对应于任一随机事件 A ，我们都可以定义一个随机变量，
1,

( )
0,
e A

X e
e A


  
，这

是最简单的随机变量.

二．离散型变量及其分布律

1.离散型随机变量的定义

如果某一随机变量所有可能的取值为有限个或可列无限个，我们就称该随机变量为离散型随

机变量.

2.分布律

X 1x 2x ……
nx ……

kp 1p 2p ……
np ……

其中随机变量 X 所有可能的取值为 ( 1, 2,...)kx k  ，   ( 1,2,...)k kP X x p k   .
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注：只有离散型随机变量才有分布律.

【例 2.1】一汽车沿一街道行驶,需要通过三个均设有红绿信号灯的路口,每个信号灯为红或绿

与其他信号灯为红或绿相互独立,且红绿两种信号显示的时间相等,以 X 表示该汽车首次停

下来时，它已通过的路口的个数， 求 X 的概率分布.

【答案】

X 0 1 2 3

p 1
2

1
4

1
8

1
8

【例 2.2】将两只骰子同时掷一次，用 X 表示两个点数中的较小者，用Y 表示两个点数的和。

求 X 和Y 的分布律.

【答案】

X 1 2 3 4 5 6
P 11

36
9

36
7

36
5

36
3

36
1

36

Y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P
36
1

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5

36
4

36
3

36
2

36
1

【例 2.3】某人向同一目标独立重复射击 n次，每次射击命中概率为  0 1p p  ，记随机

变量 X 为命中目标的次数，求 X 的分布律.
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【答案】    1 , 0,1, ,n kk k
nP X k C p p k n    

【例 2.4】某人向同一目标独立重复射击，每次射击命中概率为  0 1p p  ，直至射中目

标为止，记随机变量 X 为射击的次数，求 X 的分布律.

【答案】     11 , 1, 2,kP X k p p k    

【例 2.5】有n把钥匙，只有一把是正确的，现逐一检查（不放回），直到检出正确的钥匙

为止，求试验次数 X 的分布律.

【答案】   1 , 1, 2, ,P X k k n
n

   

【例 2.6】设某一口袋里装有3只白球和3只黑球，甲乙两人轮流从盒子里取球，甲先取，

取到黑球时就停止，求甲取球次数的分布律.

【答案】（1）不放回

X 1 2

P 4
5

1
5

（2）放回

  3 , 1, 2,
4n

P X n n   

【小结】计算离散型随机变量的分布列首先需要分析随机变量取值的所有可能结果，然后再

计算每种结果出现的概率. 在计算概率的时候，往往会用到古典概型的计算方法和概率的基

本公式，如乘法公式等.

三．随机变量的分布函数
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1.定义

设 X 为一随机变量，令    ,F x P X x x R   ，称此函数为随机变量 X 的分布函数.

练习：离散型随机变量 X 的分布律：

X 0 1 2

P 0.2 0.4 0.4

利用定义可以写出其分布函数  F x .

2.充要条件

（1）  F x 单调不减；

（2）      0 1, lim 1, lim 0
x x

F x F x F x
 

    ；

（3）  F x 右连续.

练习：判断以下函数哪些可以作为某个随机变量的分布函数.

（1）   2 arctanF x x


 ； （2）   sinF x x ；

（3）  

0,           0,

sin ,   0 ,
4

1,           .
4

x

F x x x

x






 

  

 

（4）  

0,           ,
6

sin ,   ,
6 4

1,           .
4

x

F x x x

x



 



 

  

 

【例 2.7】设  F x 与  G x 都为随机变量的分布函数，则下列各个函数中，哪个可以作为

随机变量的分布函数（ ）.

 A    F x G x  B    2F x G x

 C    0.3 0.7F x G x  D  1 F x 
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【答案】  C

3.性质

设 X 的分布函数为  F x ，对任意的实数  ,a b a b ，有

（1）        , 0P X b F b P X b F b     .

（2）      P a X b F b F a    .

（3）      0 0P a X b F b F a      .

（4）      0P X b F b F b    .

【例 2.8】设随机变量 X 的分布函数  

0,          0,
1 ,      0 1,
2
1 ,   1.x

x

F x x

e x


  

  

，则  1P X  （ ）.

 A 0  B 1
2

 C 11
2

e  D 11 e

【答案】  C

四．连续型变量及其概率密度

1.定义

如果对于随机变量的分布函数  F x ，存在非负函数  f x ，使对于任意实数 x有

   
x

F x f t dt


  ，则称 X 为连续型随机变量，其中函数  f x 称为 X 的概率密度函数，

简称概率密度.

2.概率密度的充要条件

（1）   0f x  ；
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（2）   1f x dx



 .

【例 2.9】已知  1f x ，  2f x 均为随机变量的概率密度，则下列哪些函数也可以作为随机

变量的概率密度？

 A    1 2f x f x  B    1 2f x f x

 C    1 22 f x f x  D    1 20.4 0.6f x f x

【答案】  D

【小结】判断函数是否可以作为随机变量的概率密度的方法，主要依据概率密度的两条性质：

（1）   0f x  ；（2）   1f x dx



 ，逐一检验即可.

3.其他性质

设连续型随机变量 X 的分布函数为  F x ，概率密度为  f x ，则

（1）  F x 是连续函数.

（2）对任意的实数 c，   0P X c  .

（3）对于任意实数  1 2 1 2, ,x x x x ，

       1 2 1 2 1 2 1 2P x X x P x X x P x X x P x X x          

     2

1
2 1

x

x
F x F x f x dx    .

（4）若  f x 在点 x处连续，则    F x f x  .

注：1）只有连续型随机变量才有概率密度；

2）要注意    F x f x  只有当  f x 连续时才成立，  f x 不连续时，  F x 一般是不可

导的。但对连续型随机变量来说，其分布函数  F x 一定是连续的。考生需要弄清楚这些概

念。
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【 例 2.10 】 设 连 续 型 随 机 变 量 X 的 概 率 密 度 为  
,      0 1,

2 ,1 2,
0,        .

x x
f x x x

 
   

 其它

， 则

1 3
2 2

P X    
 

_____.

【答案】
3
4

【例 2.11】设随机变量 X 具有概率密度   xf x ce ，

求（1）常数c；（2） X 的分布函数  F x .

【答案】（1）
1
2
；（2）  

1 , 0,
2
11 , 0.
2

x

x

e x
F x

e x

  
  


【例 2.12】设随机变量 X 的概率密度为   , 0,
0, .

xe x
f x

  
 
 其它

，求 X 的分布函数  F x .

【答案】   1 , 0,
0, .

xe x
F x

  
 
 其它

【例 2.13】设连续型随机变量 X 的分布函数为：

 

0,                          ,

arcsin , , ( 0)

1,                           .

x a
xF x A B a x a a
a

x a

 
     




求：（1） A和B；（2）概率密度  f x .
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【答案】（1）
1 1,
2

A B


  ；（2）   2 2

1 , ,

0, .

a x a
f x a x

    
 其它

【小结】（1）确定概率密度中未知参数的方法是利用   1f x dx



 ；确定分布函数中的

未知参数的方法是一般利用分布函数在分段点处是右连续的，但当已知是连续型随机变量

时，还可以利用分布函数在分段点处左连续这条性质.

（2）已知概率密度求分布函数，利用定义    
x

F x f t dt


  .此时，需要注意的是，当被

积函数  f x 是分段函数时，  F x 要分段计算，一般来说也是分段函数. 已知分布函数求

概率密度时，用    F x f x  .但当连续型随机变量的分布函数在有限个甚至可列个点不可

导时，在不可导点处，可直接令  =0f x .

作业

1. 设随机变量 X 的分布函数为  

0,              1,
5 7 ,  1 1,

16
1,               1.

x
xF x x

x

 
    




则  2 1P X   ___________.

2. 设随机变量 X 的概率分布为     11 , 1, 2,kP X k k      ，其中0 1  ，若

  52
9

P X   ，则  3P X    .

3. 设 随 机 变 量 X 的 概 率 密 度 为    xf x Ae x     ， 则 系 数

A  ,  0 1P X   _______..
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模块五 常见分布

预习

常见离散型随机变量有哪些？它们的分布律是什么？

常见连续型随机变量有哪些？它们的概率密度是什么？

正态分布有什么特殊性质？

一．常见的离散型随机变量

1.0-1分布

随机变量 X 所有可能的取值只有 0 或者1，且取1的概率为  0 1p p  ，取 0 的概率为

1 p ，则称该随机变量服从0 1 分布.

0 1 分布的分布律为：

X 1 0

P p 1 p

0 1 分布是最简单的随机变量，后面很多离散型的随机变量都是以它为基础的.

2.二项分布

若随机变量 X 的概率分布为    0,1,2, ,k k n k
nP X k C p q k n    ，其中

 1, , 0,1p q p q   ，则称随机变量 X 服从参数为  ,n p 的二项分布，并记  ~ ,X B n p .

注：（1）如果试验只有两个结果 A和 A，则称这种试验为伯努利试验. 将一个伯努利试验

独立重复地进行 n次，则称 n重伯努利试验.

设在每次试验中，    0 1P A p p   ，则在 n重伯努利试验中事件 A出现 k次的概率：

     1 0,1, 2, ,n kk k
n nP k C p p k n    .

（2）若  ~ ,X B n p ，那么 X 描述的是 n重伯努利试验中事件 A发生的次数，其中
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 P A p .

3.几何分布

若随机变量 X 的概率分布为   1 , 1,2,nP X n q p n   ，其中参数

0 1, 1p p q    ，则称随机变量 X 服从参数为 p的几何分布，并记  ~X G p .

注：若  ~X G p ，那么 X 描述的是伯努利试验中某事件 A首次发生时进行的试验次数，

且  P A p .

4.泊松分布

若随机变量 X 的概率分布为    0,1,2,
!

k

P X k e k
k

     ，其中参数 0  ，则称随

机变量 X 服从参数为的泊松分布，并记  ~X P  .

注：设  ~X P  ，则 X 常用来描述单位时间内出现在某服务台的顾客数，或单位时间内

接到的电话次数，或单位时间内指定区域中出现某种射线、粒子等的个数.

【例 2.14】大楼的楼道里有5盏路灯，每盏灯为亮或灭与其他灯为亮或灭相互独立,在任意

时刻，每盏路灯亮着的概率为0.5 . 试计算，在同一时刻：

（1）有两盏灯亮着的概率；

（2）至少有三盏灯亮着的概率；

（3）至多有两盏灯亮着的概率.

【答案】（1）
5

16
；（2）

1
2
；（3）

1
2

【例 2.15】某人向同一目标独立重复射击，每次射击命中目标的概率为  0 1p p  ，则此

396 经济类联考考研交流群：813329758 更多择校、备考可以咨询老师微信：13811120431



更多考研资料和资讯请关注

人第 4次射击恰好是第 2次命中目标的概率为（ ）

 A  23 1p p  B  26 1p p

 C  223 1p p  D  226 1p p

【答案】  C

【例 2.16】假设一厂家生产的每台仪器以概率0.7 可以直接出厂，以概率0.3需进一步调试，

经调试后以概率0.8可以出厂，以概率0.2 定为不合格品不能出厂，现该厂新生产了 n台仪

器（假设生产过程相互独立），求恰好有 k台能出厂的概率.

【答案】    0.94 0.06k n kk
nC



【例 2.17】随机变量   1~ ( ), ~ (2 ), 1
5

X P Y P P X    ，求  1P Y  .

【答案】
24
25

【例 2.18】随机变量 X 的分布律为 { } , 1,2,3...
!

k

P X k C k
k


   求 C.

【答案】
1

1e 

二．常见的连续型随机变量

1.均匀分布

若随机变量 X 的概率密度为  
1 , ,

0,

a x b
f x b a

   


，则称 X 服从区间  ,a b 内的均
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匀分布，并记为 ~ ( , )X U a b . 其分布函数：

   

0,          ,

, ,

1,           .

x

x a
x aF x f t dt a x b
b a

x b



     





2.指数分布

若随机变量 X 的概率密度为   , 0,
0, 0.

xe x
f x

x

  
 


其中参数 0  ，则称 X 服从参数为

的指数分布，并记 ~ ( )X E  .

注：（1） ~ ( )X E  ，则分布函数   1 , 0,
0, .

xe x
F x

  
 
 其他

.

（2） ~ ( )X E  ，则

   
 

 

 
1 2

2

1

1 2
1 2 1 2

1

x x
x

x

P X X X eP X X X X X e P X X
P X X e






 




 
       


，说明指

数分布具有“无记忆性”..

3.正态分布

若随机变量 X 的密度函数为  
 

 
2

221
2

x

f x e x R









  ，其中参数

, 0R   ，则称 X 服从正态分布，并记
2~ ( , )X N   . 特别地，将  0,1N 称为标准

正态分布，其概率密度和分布函数分别记作

2

21( )
2

x

x e



 与

2

21( )
2

tx
x e dt






   .

注：（1） 2~ ( , )X N   ，则 ~ (0,1)X N



. 该公式揭示了求解正态分布问题的一个重

要思路：标准化.

（2）正态分布  2,N   具有对称性，也即其概率密度是关于直线 x  对称的。特别地，

标准正态分布的概率密度是偶函数；该性质也可以概括成等式：     1x x    .
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（3） 2~ ( , )X N   ，则它的分布函数   xF x 

   

 
.

【例 2.19】设随机变量 ~ (0,6)X U ，试计算方程
2 2 0t Xt   有实根的概率.

【答案】
21

3


【例 2.20】设随机变量 X 在 2,5 上服从均匀分布.现在对 X 进行三次独立观测，试求至少

有两次观测值大于3的概率.

【答案】
20
27

【小结】均匀分布中的概率等于长度比.

【例 2.21】设随机变量 ~ ( )X E  ，则
1P X


   
 

________.

【答案】 1e

【例 2.22】设随机变量 X 服从正态分布    2, 0N     ，若   14
2

P X   ，则

  ______.

【答案】 4

【例 2.23】设随机变量 X ~ N 2, 2 
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【答案】0.2

【例 2.24】设  2~ ,X N   ，则概率  P X    （ ）

 A 随  的增加而增大  B 随 的增加而增加

 C 与  无关，与 有关  D 与 ,  都无关

【答案】  D

【 例 2.25 】 设 随 机 变 量    2 2
1 1 2 2~ , , ~ ,X N Y N    ， 且

   1 21 1P X P Y      ，则必有（ ）.

 A 1 2   B 1 2   C 1 2   D 1 2 

【答案】  A

【例 2.26】设随机变量  2~ 10,0.02X N ，已知  2.5 0.9938  ，则 X 落在区间

 9.95,10.05 内的概率为___________.

【答案】0.9876

【小结】（1）均匀分布中的概率等于长度比.

（2）指数分布的概率密度公式需要考生熟记，另外    2

1
1 2

x

x
P x X x f x dx    是这一章

的经常出题的点.

（3）正态分布在所有分布中起着核心的作用，处理与正态分布相关的题目，主要有两种思
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路. 一、标准化：  2~ ,X N   ，则  ~ 0,1X N



；二、对称性：  2~ ,X N   ，

其概率密度关于 x  对称.

作业

1. 设 随 机 变 量 X 服 从  2,B p ， Y 服 从  3,B p ， 若   51
9

P X   , 则

 1P Y   ___________.

2．设在时间 t（分钟）内，通过某路口的汽车数服从参数为 t 的泊松分布. 已知 1 分钟内

没有汽车通过的概率为 0.2，求在 2 分钟内至少有 1 辆汽车通过的概率.

3. 设 1( )f x 为标准正态分布的概率密度， 2 ( )f x 为 [ 1,3] 上均匀分布的概率密度 .若

1

2

( ), 0
( ) ( 0, 0)

( ), 0
af x x

f x a b
bf x x


   

为某随机变量的概率密度，则a，b满足（ ）

（A） 2 3 4a b  （B） 3 2 4a b 

（C） 1a b  （D） 2a b 
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模块六 随机变量函数的分布

预习

什么是随机变量的函数？

用什么方法求随机变量函数的分布？

一维随机变量函数的分布

1.离散型

若Y 是离散型随机变量，  Y g X ，则只需写出随机变量Y 的所有可能取值，然后再一

一计算取对应值的概率即可.

【例 2.27】假设随机变量 X 服从区间 0.4,2.3 上的均匀分布，令  Y X （其中 X 表示

X 的整数部分，也即不超过 X 的最大的正数，如   1.5 1, 2 2  ），试求Y 的分布.

【答案】

Y 0 1 2

P
6

19
10
19

3
19

【例 3.25】已知 X 的分布律如表所示

X 1 2 3  k 

P
1
2

21
2

 
 
 

31
2

 
 
 

 1
2

k
 
 
 



求 sin
2

Y X
 的分布律.
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【答案】

Y 1 0 1

P
2

15
1
3

8
15

2.连续型

若已知随机变量 X 的概率密度为  f x ，随机变量  Y g X ，求Y 的概率密度. 这类型的

问题，我们常采用的是分布函数法，         
 

Y
g x y

F y P Y y P g X y f x dx


      ，

进一步对  YF y 求导，便可得Y 的概率密度.

【例 2.28】设随机变量 X 服从  0,1 内的均匀分布，随机变量
2Y X ，求Y 的概率密度.

【答案】  
1 , 0 1,

2
0, .

Y

y
yf y

   

 其他

【例 2.29】设随机变量 X 服从  0,1 内的均匀分布，随机变量 XY e ，求Y 的概率密度.

【答案】  
1 , 1 ,

0, .
Y

y e
yf y

   
 其他

【例 2.30】设随机变量 X 服从  0,1 内的均匀分布，随机变量 lnY X  ，求Y 的概率密

度.
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【答案】   , 0,
0, 0.

y

Y
e y

f y
y

 
 



【例 2.31】已知随机变量 X 的概率密度  
23 , 0 1,

0, .
x x

f x
  

 
 其他

，随机变量
3Y X ，求Y

的概率密度.

【答案】  
1, 0 1,
0, .Y

y
f y

 
 
 其他

【例 2.32】若  2~ ,X N   ，证明：  ~ 0,1X N



.

【小结】

已知随机变量 X 的概率密度  f x ，随机变量  Y g X ，利用分布函数法计算Y 概率密

度的一般思路是：首先根据 X 的取值范围，确定  Y g X 的取值范围，从而确定

   YF y P Y y  等于 0 或 1的取值范围，对于其他范围内的 y ，则可以解不等式

 g X y ，转化为求 X 落在某范围内的概率.

作业

1. 设随机变量 X 的概率密度为  
, 1 1,

0,

x x
f x

    
 其他。

令
2 1Y X  ，求

（1）Y 的概率密度  Yf y ；（2）
31
2

P Y    
 

.
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第三章 数字特征

模块七 期望

预习

什么是数学期望？

如何求随机变量函数的数学期望？

一．随机变量 X 的数学期望

1.离散型

设离散型随机变量 X 的分布律为   , 1,2,k kP X x p k    . 若级数
1

k k
k
x p




 绝对收敛，

则称级数
1

k k
k
x p




 的和为随机变量 X 的数学期望，记为  E X .即  

1
k k

k
E X x p





 .

【例 3.1】设  ~ 1,X B p ，求 EX .

【答案】EX p

【例 3.2】设  ~X P  ，求 EX .

【答案】 EX 

2.连续型

设连续型随机变量 X 的概率密度为  f x ，若积分  xf x dx


 绝对收敛，则称积分

 xf x dx


 的值为随机变量 X 的数学期望，记为  E X .即    E X xf x dx



  .
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【例 3.3】设  ~ ,X U a b ，求 EX .

【答案】
2

a bEX 


【例 3.4】设  ~X E  ，求 EX .

【答案】
1EX




二．随机变量函数的数学期望

1. 离散型

设 X 是离散型随机变量，它的分布律为   , 1,2,k kP X x p k   ，Y 是随机变量 X 的

函 数 ：  Y g X （ g 是 连 续 函 数 ） . 若  
1

k k
k
g x p




 绝 对 收 敛 ， 则 有

     
1

k k
k

E Y E g X g x p




     .

【例 3.5】设随机变量 X 的分布律为：

X 2 0 2

kp 0.4 0.3 0.3

试计算      2 2, , 3 5E X E X E X  .

【答案】 0.2 ； 2.8；13.4

2. 连续型

设 X 是连续型随机变量，它的概率密度为  f x .Y 是随机变量 X 的函数：  Y g X （ g
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是连续函数）.若    g x f x dx


 绝对收敛，则有        E Y E g X g x f x dx



     .

【例 3.6】设随机变量 X 的概率密度  
        , 0 1,

2 ,1 2,
0,         .

x x
f x x x

 
   

 其它

求  2E X .

【答案】
7
6

【例 3.7】设随机变量 X 的分布函数为  

 

                       

1 1
2

1 , 0,
2
1 ,                0 1,
2

11 ,   1.
2

x

x

e x

F x x

e x
 

 

  


 

，试求  2E X .

【分析】题中给出的是 X 的分布函数，故得通过分布函数求得概率密度，然后再利用函数

期望的公式计算.

【答案】
15
2

【例 3.8】设随机变量 X 的概率密度  

2

22
2 , 0,

0, 0.

x
ax e xf x a

x


  
 

，求   1,E X E
X

 
 
 

.

【答案】   2 1 2,
2 2
aE X E

X a
    

 
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【例 3.9】游客乘电梯从底层到电视塔观光，电梯每个整点的第5分钟、第 25分钟和55分

钟从底层起行，假设一游客在早晨八点的第 X 分钟到达底层候梯处，且 X 在 ]60,0[ 上服从

均匀分布，求该游客等候时间Y 的数学期望.

【分析】先写出等候时间Y 关于 X 的表达式，再利用随机变量函数的数学期望计算公式.

【答案】
35
3

三．运算性质

1.  =E c c；

2.    =E cX cE X ；

3.      =E X Y E X E Y  ；

四．常见分布的数学期望

1. 0 1 分布：  E X p

2.二项分布：若  ~ ,X B n p ，则  E X np .

3.几何分布：若  ~X G p ，则   1E X
p

 .

4.泊松分布：若  ~X P  ，则  E X  .

5.均匀分布：若  ~ ,X U a b ，则  
2

a bE X 
 .

6.指数分布：若  ~X E  ，则   1E X


 .

7.正态分布：若  2~ ,X N   ，则  E X  .
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作业

1. 已知甲.乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中装有 3 件合格品和 3 件次品，乙箱中仅装有

3 件合格品. 从甲箱中任取 3 件产品放入乙箱后，求：

（1）乙箱中次品件数 X 的数学期望；

（2）从乙箱中任取一件产品，产品为次品的概率.
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模块八 方差

预习

什么是方差？

计算方差的常用公式是什么？

方差有什么运算性质？

一．定义

设 X 是一个随机变量，若   2
E X E X   存在，则称   2

E X E X   为 X 的方差，

记为  D X ，即     2
D X E X E X    .

注：（1）由定义，随机变量 X 的方差表达了 X 的取值与其数学期望的偏离程度. 若 X 取

值比较集中，则  D X 较小，反之，若取值比较分散，则  D X 较大. 因此，  D X 是刻

画 X 取值分散程度的一个尺度.

（2）方差实际上是随机变量 X 的函数     2
g X X E X    的期望，故根据上边所讲期

望的知识，对于离散型随机变量和连续型随机变量有不同的期望公式.

（3）方差的定义式用得比较少，较常用的是由定义得出的另一计算方差的公式

      22D X E X E X     . 事实上，

         2 22 2D X E X E X E X XE X E X          

           2 22 22E X E X E X E X E X E X           .

（4）       22E X D X E X    

【例 3.10】设  ~ 1,X B p ，求DX .

【答案】  1DX p p 
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【例 3.11】设  ~X P  ，求DX .

【答案】DX 

【例 3.12】设  ~ ,X U a b ，求DX .

【答案】
 2

12
b a

DX




【例 3.13】设  ~X E  ，求DX .

【答案】 2

1DX




二．常见分布的方差

1. 0 1 分布：  D X pq .

2.二项分布：若  ~ ,X B n p ，则  D X npq .

3.几何分布：若  ~X G p ，则   2

1 pD X
p


 .

4.泊松分布：若  ~X P  ，则  D X  .

5.均匀分布：若  ~ ,X U a b ，则    2

12
b a

D X


 .

6.指数分布：若  ~X E  ，则   2

1D X


 .

7.正态分布：若  2~ ,X N   ，则   2D X  .

三．运算性质

1.D c=0；

2.D cX =c2D X  .

【例 3.14】设随机变量 X 的概率密度为：
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 
2 , 0, 1
0, .
x x

f x
 

 
 其他

求  , XDX D e .

【答案】
1

18
；

21 7
2 2
e 

【例 3.15】假设随机变量 X 在区间 1,2 上服从均匀分布，随机变量

1,    0,
0,   0,

1, 0.

X
Y X

X


 
 

求方

差  D Y .

【分析】Y 是离散型随机变量，先写出Y 的分布律，再计算其方差.

【答案】
8
9

【例 3.16】设随机变量 X 的概率密度为：

 
1 cos , 0 ,
2 2

0,

x x
f x

   
 其它.

对 X 独立地重复观察 4 次，用Y 表示观察值大于
3


的次数，求 2Y 的数学期望.

【分析】独立重复观察 4 次，即进行 4 次伯努利试验，若把观察值大于
3


视为试验成功的

话，那么  ~ 4,Y B p ，其中 p表示观察值大于
3


的概率. 求得Y 的分布，再计算 2Y 的数

学期望就显而易见了.

【答案】5
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【注】当随机变量 X 的期望、方差已知时，计算
2X 的期望，一般可以采用公式

    22 ( )E X D X E X     .

作业

1.已知随机变量 X 服从二项分布,且    2 4 1 44E X . ,D X .  ,则二项分布的参数 n , p的

值为( )

（A） 4 0 6n , p .  （B） 6 0 4n , p . 

（C） 8 0 3n , p .  （D） 24 0 1n , p . 

2.设 X 是一个随机变量,其概率密度为

1 , 1 0,
( ) 1 0 1,

0

x x
f x x x

   
   

 其他,

则方差  D X  .
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